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0 notation

以下の発表資料では以下の様な記号を用いる．

• 言語：L
• L構造：M,N
• L論理式：φ,ψ
• FmlL := {φ;L論理式 }
• CFL := {φ ∈ FmlL;L閉論理式 }
• M : L構造，A ⊆ dom(M)に対し，

L(A) := L ∪ {ca; a ∈ A} (cMa := a)

• ThL(M) := {φ ∈ CFL;M � φ}

Remark 0.1.

• 常に等号付きの言語を考えることにして，毎回明示することはしない．
• 記述の簡略化のため，Mで dom(M)のことを表す．

1 コンパクト性定理

Definition 1.1 (有限充足可能).

理論 T ⊆ CFL が有限充足可能
def .⇐==⇒任意の有限部分集合 T ′ ⊆fin T がモデルをもつ（充足可能）．

Theorem 1.2 (コンパクト性定理).

理論 T ⊆ CFL が充足可能⇔ T が有限充足可能

Proof

⇒は明らか．
⇐は，一階述語論理の完全性定理の系

T が無矛盾⇔ T はモデルをもつ

と証明の有限性よりわかる． �
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2 部分構造・基本部分構造

Definition 2.1 (部分構造).

M : L構造とする．
N ⊆ MがMの部分構造である．(N ⊆sst Mと表記する．)
def .⇐==⇒ N が次を満たす．

(1) 定数記号 c ∈ Lに対し，cM ∈ N
(2) n変数函数記号 f ∈ Lに対し，N は函数 fM : Mn → M について閉じている．

N ⊆sst Mのとき，N は自然に L構造とみなせる．

• 定数記号 c ∈ Lに対し，cN := cM

• n変数函数記号 f ∈ Lに対し，fN := fM|Nn

• m変数述語記号 R ∈ Lに対し，RN := RM ∩Nm

Definition 2.2 (基本部分構造).

N ⊆sst M が次を満たすとき，N はM の基本部分構造（または，M は N の基本拡大である）といい，
N ≺ Mと表す：

任意の φ(x1, . . . , xn) ∈ FmlL, a1, . . . , an ∈ N に対して，

M � φ(a1, . . . , an) ⇔ N � φ(a1, . . . , an)

3 Löwenheim-Skolemの定理

この節ではM : 無限 L構造とする．まず，“十分大きな”モデルの存在を示す．

Lemma 3.1.

κを無限基数とする．Mの基本拡大で濃度が κ以上のものが存在する．

Proof

T := ThL(M)(M)とおく．言語 L(M)に属さない新しい定数記号を“κ個”用意する：{ci; i < κ}
(L(M) ∪ {ci; i < κ})閉論理式の集合

T ∗ := T ∪ {ci ̸= cj ; i < j < κ}

を考える．任意有限個の i1 < · · · < in < κに対して，T ∪ {cik ̸= cil ; k < l ≤ n}はモデルをもつ．よって T ∗

は有限充足可能なので，コンパクト性定理より T ∗ のモデル N が存在する．|N | ≥ κであることは，N が相
異なる κ個の元 {cNi ; i < κ} をもつことから分かる．
N は T のモデルでもあり，任意の φ(x1, . . . , xn) ∈ FmlL, a1, . . . , an ∈ Mに対して，

M � φ(a1, . . . , an) ⇒ φ(a1, . . . , an) ∈ T

⇒ N � φ(a1, . . . , an)

したがって，M ≺ N である． �
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Lemma 3.2 (Tarski-Vaught test).

N ⊆ Mに対し，以下の二条件は同値：

(1) N ≺ M
(2) 任意の φ(x) ∈ FmlL(N ) に対し，

M � ∃xφ(x) ⇒ M � φ(a)となるような a ∈ N が存在する

Proof

(1) ⇒ (2)：L(N )論理式 φ(x)に対して，M � ∃φ(x)とする．N ≺ MよりN � ∃φ(x)．したがって ∃の
N での解釈により，N � φ(a)となる a ∈ N が存在する．再び N ≺ Mにより，M � φ(a)．
　

(2) ⇒ (1)：まず，N がMの部分構造になっていることを示す．

• 定数記号 c ∈ Lに対して，M � ∃x(c = x)．仮定より，a ∈ N を選んでM � c = aとできる．このこ

とは cM ∈ N を意味する．すなわち，定数記号のMでの解釈は全て N に入っている．
• n 変数函数記号 f ∈ L と任意の a1, . . . , an ∈ N に対し，M � ∃x(f(a1, . . . , an) = x)．仮定より，

a ∈ N を選んでM � f(a1, . . . , an) = aとできる．このことは fM(a1, . . . , an) ∈ N を意味する．す
なわち， n変数函数記号 f ∈ Lに対し，N は函数 fM : Mn → M について閉じている．

最後に，任意の L(N )閉論理式 φに対して，

M � φ⇔ N � φ

となることを，論理式の構成に関する帰納法によって示せばよい*1． �

Theorem 3.3 (Löwenheim-Skolemの下降定理).

A ⊆ Mに対し，A ⊆ N ≺ M なる N で |N | ≤ |A|+ |L|+ ℵ0 を満たすものが存在する．

Proof

κ := |A|+ |L|+ ℵ0 とおく．|M| ≥ κの場合について考えればよい．

濃度が κ以下の P(M)の元の昇鎖 {An;n < ω}を帰納的に作る．

• A0 := Aとする．このとき，もちろん |A0| = |A| ≤ κ．

• An までできたとする．|An| ≤ κ（仮定）より，

|An|+ |L|+ ℵ0 ≤ |A|+ |L|+ ℵ0 = κ

∴ |FmlL(An)| = (|An|+ |L|+ ℵ0)
<ω ≤ κ<ω = κ

各 φ(x) ∈ FmlL(An) に対して，M � ∃xφ(x)ならばM � φ(aφ)なる aφ を一つずつ選び，An に付け

加えて An+1 とする．すなわち，

An+1 := An ∪ {aφ ∈ M;φ(x) ∈ FmlL(An),M � ∃xφ(x) ⇒ M � φ(aφ)}

|FmlL(An)| ≤ κだったので付け加えられる元も κ個以下であり，|An+1| ≤ κ．

*1 TEXを打つのが面倒という筆者の怠慢のために証明の詳細は省略．
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上のようにして構成した {An;n < ω}に対し N :=
∪

n<ω
An とおく．|N | ≤ κは明らかに成立する．

N ≺ Mを示す．M � ∃xφ(x)なる φ(x) ∈ FmlL(N ) を任意にとる．N =
∪

n<ω
An より φ(x)は適当な n

に対し φ(x) ∈ FmlL(An) となっている．An+1 の定義より，M � φ(a) なる a ∈ An+1 ⊆ N が存在する．
よって Tarski-Vaught test より N ≺ M． �

Theorem 3.4 (Löwenheim-Skolemの上昇定理).

κ ≥ |M|+ |L|+ ℵ0 とする．Mの基本拡大で濃度が κのものが存在する．

Proof

まず，Lemma 3.1によってM∗ ≻ M, |M∗| ≥ κ なる十分大きな構造M∗ を用意する．

M ⊆ A ⊆ M∗, |A| = κ なる Aをとる．Löwenheim-Skolemの下降定理より，N ≺ M∗ で

A ⊆ N , |N | ≤ |A|+ |L|+ ℵ0 = κ

なるものが存在する．ここで，|N | ≥ |A| = κ と上の条件より |N | = κ．

また，M ≺ M∗,M ⊆ N ≺ M∗ であることからM ≺ N がわかる．
以上で条件を満たす基本拡大 N が得られた． �
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